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1° semestre

Médulo O1 — Porcentagem e juros
Definicdo de porcentagem (revisao)
Porcentagem e problemas
Porcentagem e aumentos
Porcentagem e descontos
Aumentos sucessivos

Descontos sucessivos

Juros simples

Nocao intuitiva de juros compostos
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Médulo 02 — Potenciagao
1. Propriedades da potenciacao (revisao)
2. Poténcias com expoente negativo

Médulo O3 — Os numeros reais
1. Raiz quadrada exata e quadrados
perfeitos

2. Raiz quadrada aproximada

3. Numeros racionais

4. Nudmeros irracionais

5. Numeros reais

Médulo 04 - Introdugdo ao calculo
algébrico

1. Variavel

2. Expressoes algébricas

3. Valor numérico de uma expressao
algébrica

Médulo O5 — Polinémios

Mondmios

Mondmios e operacoes
Polinbmios

Polinbmios de uma sé6 variavel
Valor numérico de um polinébmio
Operacoes com polinbmios
Produtos notaveis

Fatoracdo de polinbmios
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Médulo 06 — Fragdes algébricas

1. Fracoes algébricas
2. MMC de polinbmios
3.  Simplificando fragoes algébricas

Revisdes semanais;
Exercicios complementares;

Exercicios de vestibulares, concusos
e olimpiadas;

Avaliacao por médulo;
Orientacdes e gabarito.
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Médulo O1
Aula O1 — Definicdao de porcentagem
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A porcentagem € uma medida muito comum que utilizamos em muitas situa¢des
da vida cotidiana, desde fazer compras ou investirmos nosso dinheiro até
compreender dados estatisticos. Mas vocé ja se perguntou de onde vem esse conceito
e como ele se desenvolveu ao longo do tempo?

A histéria da porcentagem remonta a antiga civilizacdo egipcia, onde os escribas
usavam um sistema de fracdes baseado em 100 para facilitar os calculos de taxas de
impostos e divisdes de terras. No entanto, foi na Europa do século XV que a
porcentagem comecou a tomar forma mais préxima do que conhecemos hoje. Os
comerciantes italianos usavam o termo "per cento", que significa "por cento", para
calcular lucros e comissdes em suas transagdes comerciais.

Foi somente no século XVIl, com o avanco do sistema |
decimal, que a porcentagem se tornou mais amplamente
utilizada. Matematicos como Simon Stevin popularizaram o
conceito de dividir quantidades em partes de 100, o que
facilitou os calculos e as comparacdes em diversas areas,
desde financas até ciéncias naturais.

Hoje, a porcentagem é uma ferramenta essencial em

muitos campos, incluindo economia, estatistica, matematica

P PR

financeira e ciéncias sociais. Ela nos permite expressar
e e e e e e e e e e e e e - 1

proporcoes e comparar valores de forma rapida e intuitiva, https://engquimicasantossp.com.br

tornando-se uma parte fundamental do nosso vocabulario matematico e do nosso dia a dia.
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Porcentagem é uma forma especial de escrevermos uma fracao centesimal, ou
seja, uma fracdo de denominador 100. Qualquer fracdo que seja equivalente a uma
fracdo centesimal também pode ser escrita na forma de porcentagem.

Em uma fragdo centesimal, substituimos o denominador 100 pelo simbolo %.
Veja:

2 4 19 _ 1oy 125——1250/
100 7 100 2 7° 100 0

Caso a fracao nao tenha, inicialmente, denominador 100, podemos encontrar
uma fracdo equivalente a ela para transforma-la em porcentagem.

3 3x25 75 17 17 x5 85
4 4x25 100 20 20x5 100

= 85%

Caso o denominador da fracdo nao seja um divisor de 100, podemos encontrar
uma porcentagem decimal ou aproximada para representar a fragao:

1° modo) Transformamos a fracdo para decimal e a multiplicamos por 100%
para transforma-la em porcentagem.

Exemplo:
Rascunho
3
)z =037 U,dcm
30 | 8
= 0,375 %100 %
00 0,375
= 37,5% 40 VUdcem
0

%
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2° modo) Multiplicamos a fragdo por 100% e a simplificamos.

Exemplos:
> > 100 %
—_ = —X

a) 3 3 0

Para facilitar os calculos, colocaremos o simbolo de porcentagem apenas no final.

3 100
= — X —
8 1
_300
-8
3004
T 8=+14
—75—3750/
_2_ ) 0
b > > 10009
)Ip =g X 100%
5 100
= — X —
11 1

=20 45,454545
- 11 - ) Er

= 45,5%

Dicat: revisar dproximagao
de nimeros decimais.

Rascunho
DV, d
75 2
15 37,5
10 DU, d
0
| Rascunho
CD VUdecm..
500 | 11
6 0 45454 .
50 DUdcm..
60
50
60

Reflexao

Por que podemos multiplicar uma fragdo ou
um numero decimal por 100%?

g
?
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Observacoes:

1) 0% = 0/100 =0
2) 100% = 100/100 = 1
3) Existem porcentagem maiores que 100%.

\
{ Exercicios resolvidos |
____________ J
O1. “Em uma escola, 24% dos alunos tém olhos claros. Logo, na média, a cada 25
alunos dessa escola, 19 nao tém olhos claros.”
A afirmacdo acima € verdadeira ou falsa? Justifique.

Solucao:

Se 24% dos alunos tém olhos claros, entdao 100% — 24% = 76% nao tém
olhos claros. Se a cada 25 alunos dessa escola, 19 tém olhos claros, entao:

19 19X4 .76
25 - 25x 4 100

=76%

Portanto, a afirmacao é verdadeira.

B

02. Em uma cesta, ha 12 bombons de chocolate e 6 bombons de morango. Se
acrescentarmos mais 2 bombons de morango nessa cesta, qual sera a porcentagem
de bombons de morango?

—
Solucao:

Apos acrescentarmos 2 bombons de morango na cesta, teremos 8 bombons
de morango em um total de 20.

8 8x5 40 _ a0
20 20x5 100 0

Resposta: A porcentagem de bombons de morango na cesta apoés
acrescentarmos mais 2 bombons é igual a 40%.

L |
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01. O que é porcentagem?

02. Transforme para porcentagem:

) 5= ) 35 =
5 2

C) 3= =

e) 0,65 = f) 0,336 =

03. O que significa dizer, por exemplo, que Jodo gastou 45% de seu salario em um

determinado més?

Adquira nossos cursos e materiais: https://loja.profviniciusmat.com.br




04. 7 (Canguru de Matematica/2023) Jodao tem 150 moedas. Ao jogar essas moedas
sobre uma mesa, ele observa que 40% delas mostram cara e 60% mostram coroa.
Quantas moedas mostrando coroa ele deve virar, de forma que o nimero de caras
fique igual ao numero de coroas?

(A) 10 (B) 15 (C) 20 (D) 25 (E) 30

05. I}(Canguru de Matematica/2021) A figura mostra 3 circulos
concéntricos com 4 linhas retas passando pelo centro comum. Qual
porcentagem da figura esta sombreada? {
\
(A) 30% (B) 35% (C) 40% (D) 45 (E) 50%
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06. g’(IFGO/2014) Um técnico em quimica, realizando um experimento, colocou, em
um primeiro recipiente, 20 ml de uma mistura de agua com 15% de alcool. Em um
segundo recipiente, colocou 30 ml de uma mistura de agua com 20% de alcool. Em
seguida, junto as duas misturas em um terceiro recipiente.

De acordo com os procedimentos adotados no experimento, é correto afirmar
que a porcentagem de alcool presente na mistura do terceiro recipiente é:

(A) 35% (B) 9% © 15% (D) 20% () 18%

O7. Liste os quadrados perfeitos de 1 a 400.

12 = 22 = 32 = 42 =
52 = 62 = 72 = 82 =
92 = 102 = 112 = 92 =
132 = 142 = 152 = 162 =
172 = 182 = 192 = 20 =

08. Liste os cubos perfeitos de 1 a 1000.

13 =

53

6° =
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100° =




—_—— e —————

01. O que é porcentagem?

02. Transforme para fragao irredutivel:

a) 14% =

b) 26% =

c) 36% =

d) 55% =

03. Suponha a manchete: “Estudo revela que mais de 70% das pessoas preferem
trabalhar remotamente”. Podemos afirmar que, se o numero de entrevistados foi igual

a 80, mais de 40 preferem trabalhar remotamente? Justifique.
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04. Marcio acertou 33 cobrancas de um total de 40 em um treinamento de pénaltis.
Qual a porcentagem de acertos Marcio obteve nesse treinamento?

05. ¥ (IFSP/2016) O grafico apresenta informacdes referentes aos candidatos que se
inscreveram para fazer uma prova. Na ficha de inscricdo os candidatos informaram se
tinham ou nao irmaos.

160
140
120 4
100
80 -
60 -
40 -
20 -

M Sem irmdos

O Com irm3os

Nimero de candidatos

Homens Muheres

Com base nas informacgdes do grafico, & correto afirmar que, do total de candidatos,
a porcentagem dos que tinham irmaos correspondia a:

(A) 45% (B) 22% (C) 32% (D) 55% (E) 60%

Adquira nossos cursos e materiais: https://loja.profviniciusmat.com.br 12




06. g(OBMEP/201 5) Pedrinho colocou 1 copo de suco em uma jarra e, em seguida,
acrescentou 4 copos de agua. Depois decidiu acrescentar mais agua até dobrar o
volume que havia na jarra. Ao final, qual é o percentual de suco na jarra?

(A) 5% (B) 10% (€) 15% (D) 20% (E) 25%

07. 7 Qual a porcentagem de sinos que se encontram dentro do triangulo e do
retangulo, mas fora do circulo?

Jay
/ M 4 4 \ Calculo

08. O que € um numero primo? Dé cinco exemplos.
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Médulo O1
Aula 02 — Porcentagem e problemas

Resolva, mentalmente, as expressdes com numeros inteiros:
a) -5-3-(-2) =

b)—5—3-(+2) =

-
——— " ——— o —————

A base de resolucdo de problemas envolvendo porcentagem é saber calcular a
porcentagem de um todo (ou porcentagem de um inteiro). Obviamente o
desenvolvimento de uma boa linguagem e o entendimento da gramatica também sao
imprescindiveis. Mas se nao soubermos identificar qual é o todo de referéncia,
poderemos cometer equivocos.

Ha varias formas de calcularmos uma porcentagem de um todo. No entanto,
sendo X% a porcentagem de um todo T a ser calculada, a mais indicada é:

X% deT = T

100

Ou seja:

1) Transformamos a porcentagem para fragao;
2) Multiplicamos pelo todo.

Para finalizar o calculo, podemos realizar multiplicacdo de fracdes, inclusive
utilizando-se da simplificacao.

Podemos, também, ao invés de transformar a porcentagem para fracao,
transforma-la em nimero decimal e multiplica-la pelo todo ou até mesmo utilizar a
regra de trés simples.

Dica: revisar 9randezas direta e inversamente
proporcionais e regra de trés simples.
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01. Calcule 12% de 350.

Solucao:
12% de 350 = 12 350 = 12 359/—12 33'5’—12 7=6-7=42
00eT =100 P T 10 P T T2 T T
2
Resposta: 12% de 350 é igual a 42. J

02. Em uma livraria, ha 15.000 livros. Desse total, 39% sao livros usados. Quantos
livros novos ha nessa livraria?

"

Solucao:

Antes da resolucdo do problema, lembre-se de identificar o todo. Neste caso,
o todo corresponde aos 15.000livros da livraria.

O enunciado nos informa que, do total de livros (dos 15.000), 39% sdo livros
usados, mas pergunta quantos livros novos ha na livraria.

Portanto, se ha 39% de livros usados, 100% — 39% = 61% correspondem
a quantidade de livros novos. Logo:

61
61% de 15000 = 100 15080"= 61150 = 9150

Resposta: Ha 9150 livros novos nessa livraria.

03. Em uma sala de aula com 40 alunos, 40% do total sdo meninos.
Sabe-se também que 25% das meninas usam éculos. Quantas
meninas desta sala nao usam 6culos?
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Solucao:

Neste exercicio, perceba que temos dois “todos” distintos de referéncia:

40% do 25% das

u_to,taln umeninasn

Vamos, portanto, organizar nossa solugao em dois passos.

1) Calculo do total de meninas.

Se 40% do total de alunos sdo meninos, 60% sao meninas.

60% de 40 = 0,6 - 40 = 6 - 4 = 24 meninas.

2) Célculo das meninas que nao usam 6culos.

Se 25% das meninas usam 6culos, 75% nao usam.
3
#5 6 _
75% de 24 = %—2’4’ = 18 meninas.
A
Resposta: Dezoito meninas desta sala nao usam 6culos.
L 4\

04. Sabe-se que 34% de um valor ¢ igual a 204. Qual é esse valor?

Solucao:

Neste exercicio, o todo é exatamente o que precisamos calcular. Utilizaremos
o auxilio da regra de trés simples, uma vez que quantidade e porcentagem sao
grandezas diretamente proporcionais.

—
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34

100

Seja “x” o valor procurado. Temos:

! proporcionais ;
Porcentagem | DP Valor ST
34% 204
100% X
6
204 100 - 264
7:34x=100-204:ax=—=>x=600
Resposta: Esse valor é igual a 600.
A
N

01. Como podemos calcular a porcentagem de um todo?

—_—— e o — — — e — —— ——

02. Calcule 12% de:

a) 500

b) 480

c) 288

Adquira nossos cursos e materiais: https://loja.profviniciusmat.com.br
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03. Sabe-se que 15% de um valor é igual a 27. Qual é esse valor?

04. ¥ “Obra-prima do género épico, a lliada representa o
nascimento e o momento fundador de toda a tradicdo literaria
do Ocidente. Composta de material heterogéneo e da mais
variada procedéncia, podemos observar na lliada o génio literario
de Homero, o maior dos poetas, em todo seu vigor criativo de

linhas sébrias e de equilibrio perfeito. Y}?\IL”\D '
A narracao dos cinquenta dias do nono ano da guerra de 4
Troia conduz o leitor pela inicial ira de Aquiles, heréi invencivel o TBUGROOE

e lider do exército aqueu, contra Agamémnone, culpado de ter @
sequestrado a formosa Briseide, até o desfecho no funeral de
Heitor, o guerreiro troiano demasiado humano que viu seus homens derrotados pela
astlcia de Odisseu. E nessa multiplicidade de episédios que surgem as figuras de
Aquiles, Paris, Helena, Heitor, Menelau, Odisseu, Agamémnone e tantos outros.”

https.//livrariaguilhermefreire.com. br/iliada-setimo-selo

A edicao ilustrada na imagem contém 544 paginas. Jodao afirma que leu, em 6
dias, 75% do livro. Podemos afirmar, portanto, que Jodo leu, em média, nesses seis
dias:

a) 54 paginas por dia.
b) 68 paginas por dia.
c) 64 paginas por dia.
d) 60 paginas por dia.
e) 58 paginas por dia.
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05. Uma pessoa com 110 kg deseja perder 15% de sua massa corporal. Quantos
quilogramas essa pessoa precisara perder para cumprir seu objetivo?

06. (Instituto Avanca Sao Paulo/2024) Em uma cidade, 25% da populacdao possui
carros. Se a populacao total € de 120.000 habitantes, quantas pessoas tém carros?

a) 20.000 b) 25.000 ¢) 30.000 d) 15.000 e) 10.000

07. (FAUEL/2024) Dos 320 candidatos inscritos para um processo seletivo, 25%
passardo para a segunda fase. Quantos candidatos passardao para a segunda fase
nesse processo seletivo?

a) 80 candidatos b) 100 candidatos ¢) 160 candidatos d) 250 candidatos
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08. Complete corretamente:

a) Calcular 1% de um todo é o mesmo que dividir esse todo pelo niumero inteiro
b) Calcular 5% de um todo é o mesmo que dividir esse todo pelo nimero inteiro
¢) Calcular 10% de um todo é o mesmo que dividir esse todo pelo nimero inteiro
d) Calcular 20% de um todo € o mesmo que dividir esse todo pelo niimero inteiro
e) Calcular 25% de um todo € o mesmo que dividir esse todo pelo nimero inteiro
f) Calcular 50% de um todo é o mesmo que dividir esse todo pelo nimero inteiro

g) Calcular 27% de 50 é o mesmo que calcular 50% de

09. 7 Em uma sala com 150 alunos, 60% s30 meninas. Sabe-se que 70% dos
meninos gostam de futebol. Quantos meninos desta sala nao gostam de futebol?

“Et cognoscetis veritatem et veritas liberabit vos”
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01. O que é porcentagem?

02. Como podemos calcular a porcentagem de um todo?

03. Calcule 35% de 90, transformando a porcentagem para:

a) fracao b) decimal

04. Calcule mentalmente:
a) 25% de 44 =
b) 20% de 45 =
c) 14% de 50 =

d) 10% de 78 =
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O5. (Instituto Avanca Sdo Paulo/2024) Ana gastou 40% de seu salario em despesas
pessoais, totalizando R$ 600. Qual é o valor do salario mensal de Ana?

a) R$ 1.200,00 b) R$ 1.300,00 ¢)R$ 1.400,00 d) 1.500,00 €) N.D.A

06. (Objetiva Concursos/2024) A quantidade total de veiculos que utilizaram um
estacionamento em certo dia € igual a 380. Sabe-se também que 65% desses veiculos
eram carros e o restante eram motos.

Sendo assim, qual o total de motos que utilizou esse estacionamento nesse dia?

a) 133 b) 137 c) 141 d) 145

07. (IBFC/2024) Um agricultor plantou uma area retangular de terra com laranjeiras.
Ele plantou 8 fileiras de laranjeiras, e em cada fileira, ele plantou 15 laranjeiras
espacadas igualmente. No entanto, devido a uma praga, 15% das laranjeiras
morreram. O nimero de laranjeiras que ainda restaram é de:

a) 100 b) 102 c) 138 d) 95 e) 98
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08. ¥ (FUNDATEC/2024) Raul esta fazendo uma lista de exercicios de Matematica.
No primeiro dia, ele fez 40% das atividades, no segundo dia, 25% dos exercicios que
sobraram. Que porcentagem da lista Raul ainda precisa fazer?

a) 15% b) 25% c) 35% d) 45% e) 55%

09. (OBMEP 2022) Os numeros x e ysao tais que 80% de x ¢é igual a 20% de y. Qual
das igualdades abaixo é verdadeira?

a) x = 4y b) 2x = 3y c)x =8y d) 3x = 2y e)4x =y

10. 7 (OBMEP 2022) Um fabricante diminuiu a quantidade de chocolate em uma
caixa de 250g para 200g, mantendo o preco da caixa. Qual foi o aumento percentual
do preco do grama do chocolate?

a) 5% b) 10% ) 15% d) 20% e) 25%
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Médulo O1
Aula O7 — Juros simples |

Responda com célculo mental:

O1. Dois aumentos sucessivos de 10% cada sdo equivalentes a um Unico
aumento de quantos por cento?

| |

02. Dois descontos sucessivos de 10% cada sé@o equivalentes a um Unico descontd
de quantos por cento?

— o ———————

o = e = e = = e e e e e e e e e e e e e e e e e e

P
D —
N -

A palavra juro, tao presente no mundo moderno, significa “preco do aluguel de um
capital ou valor”. No entanto, essa palavra provém do advérbio latino jure, que significa
“de direito”. Mas, afinal, o que tem a ver uma coisa com a outra? Um pouco da histéria
da matematica comercial ajuda a esclarecer essa relacgao.

A cobranca de juro € uma pratica muito antiga na histéria da humanidade, anterior
a invencao ~da moeda, quando os valores eram .
representados por metais preciosos ou outros produtos. Na
Suméria, por exemplo, cerca de 2000 anos antes de Cristo,
a taxa de juro podia variar de 20% a 30%, dependendo da
forma de pagamento: em metais preciosos ou em produtos.
Mais tarde, entre os babilénios, a taxa variava de 5,5% a
20% para pagamento em metais preciosos e de 20% a
33,5% para pagamento em produtos. E bom frisar, porém,
que as taxas de juros ndo eram expressas em porcentagens,
como hoje.

Na Grécia, oscilavam entre 12% e 18%, sendo os juros

https://pt.wikipedia.org/wiki/Deméstens
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Na Roma antiga, inicialmente, ndao havia nenhuma
limitacdo a taxa de juros cobrada. Mas a Lei das Doze Tabuas

1
(c. 445 a.C)) limitou-a a 8 5 % do capital, para cidadaos

romanos. Somente no ano 100 a.C. essa taxa foi estendida
aos estrangeiros. No periodo final do Império Romano foi
adotada a pratica de juros mensais. Inicialmente a taxa era
de 1%, mas o imperador Justiniano (482-565 d.C) fixou-a |
em 0,5% ao més, derivando dai a taxa de 6% ao ano.

Na Idade Média, havia distincdo entre empréstimo
para a producao — para o qual era admitida uma certa
remuneracdo — e empréstimo para o consumo — sobre o
qual o juro era considerado, pela Igreja, contrario ao
interesse publico. Devido a essa restricao, o Direito Romano
estabeleceu uma regra interessante para a remuneragao
de empréstimos: o devedor ndo pagava juro se quitasse
o empréstimo em dia; mas, se atrasasse, tinha de compensar o credor com aquilo que
esta entre (em latim, /d quod interest) o que ele teria — se o principal lhe tivesse sido
devolvido na data do vencimento do empréstimo — e o que efetivamente tinha nessa
data. E provavel que, no século Xlll, essa regra tenha sido disciplinada com a fixacdo
de uma certa porcentagem acordada preliminarmente. E dessa expresséo latina que
derivam as palavras interés (espanhol), ‘intérét (francés) e interest (inglés), que
significam juro.

Durante a Renascenga, a cobranca de juro continuou oscilando entre a proibicao
e a necessidade de regulamentagao legal. Na Alemanha, a oposicao a cobranca de
juros era grande. Na Inglaterra, em 1545, o Parlamento aprovou uma lei fixando em
10% o limite maximo da taxa de juro. Os protestos foram tantos que a lei foi revogada,
sendo, porém, reeditada em 1571. No entanto, foi na Renascenca, com o
desenvolvimento do comércio, que o juro passou a ser visto como um prémio pelo
risco envolvido no uso que o tomador faria do empréstimo e como um direito.

E quando o sinal de porcentagem (%) passou a ser adotado? Em algumas
aritméticas especializadas do século XV encontram-se, por exemplo, expressoes como
“X'p 100", para indicar 10%. O p que aparece nessa expressao € a primeira letra de
per (“por”). Encontram-se também as seguintes formas de per cento: per c°e p ¢
autoexplicativas. No inicio do século XVII, essas formas transformaram-se em per <.
Mais tarde, o perfoi abandonado, restando apenas . Esse simbolo é o antepassado

https://pt.wikipedia.org/wiki/Justiniano

mais proximo do simbolo atual: %.

(lezzi, Dolce & Machado, 2013, pp. 259-260, adaptado)
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——— ——— ——— ——

Além das definicdes dadas no texto da secao “Um pouco de histéria”, de acordo
com o Glossario Simplificado de Termos Financeiros, do Banco Central do Brasil, juros
pode ser definido como sendo “o custo que se tem para ‘deslocar’ o dinheiro no
tempo”. Em outras palavras, € o valor que temos que pagar a mais por ter tomado
uma quantia emprestada para antecipar uma compra ou o valor que temos o direito
de receber a mais por termos emprestado uma quantia a outro.

Juros é o valor a pago a mais pela aquisicao de um empréstimo
ou o valor recebido a mais por ter emprestado uma quantia.

Suponha que o senhor Joaquim fez um empréstimo de R$ 5.000 e o pagou em
12 prestacdes de R$ 440,00. Quantos reais de juros o senhor Joaquim pagou?

g ;
12 x 440 = R$ 5280,00 D
5280 — 5000 = R$ 280,00
Resposta: O senhor Joaquim pagou R$ 280,00 de juros. i

Deste exemplo, podemos tirar alguns conceitos importantes:

+ O valor tomado emprestado inicialmente (R$ 5000) é chamado de capital inicial
e sera representado por C.

* O tempo durante o qual o dinheiro esteve emprestado (12 meses) é chamado
de periodo e sera representado por t.

+ Os juros serdo representados por J.

*+ E o total pago, capital inicial mais os juros gerados no periodo (R$ 5280) é
chamado de Montante (Capital Final) e sera representado por M.
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Neste exato momento, em uma aula ao vivo, vocé poderia me perguntar: “Como
foi calculada a quantia de juros a ser paga”?

Eu ficaria extremamente alegre com a pergunta e lhe responderia: “Essa quantia
é calculada através de uma taxa de juros. Essa é a nossa ultima variavel.”

. . . ) . N Dica: Memorize ds varidveis.
#+ Os juros de um empréstimo ou investimento sdo

calculados tomando-se por base uma taxa de juros * Capital inicial: C

por periodo pré-acordada entre as partes i Taat: i
envolvidas. Sera representada pela letra v. Periodlo: t
# Juros: J

+ Montante: M

Outra pergunta que vocé poderia me fazer nesse momento: “Professor, qual foi
a porcentagem de juros utilizada no exemplo anterior?”.

Novamente, com muita alegria, lhe responderia: “Excelente pergunta. Mas a
resposta é: depende!l Depende, principalmente, do tipo de juros que foi acordado
entre as partes e do periodo de aplicagdo dos juros, como mensal ou anual.”

Os principais tipos de juros que temos sao os juros simples e os juros
compostos. Nesta aula estudaremos sobre os juros simples.

Para o calculo de juros na modalidade simples,
a taxa € sempre aplicada ao capital inicial.

Como, entdo, poderemos calcular juros na modalidade simples? E como os juros
nessa modalidade irdao se comportar? Que caracteristicas terdao? Reflita um pouco
sobre possiveis respostas a essas perguntas e confira na proxima pagina.
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(Célculo dos juros simplesj

Para calcular juros simples, vamos imaginar a seguinte situacao:

Suzana investiu R$ 5.000 a taxa de juros simples de 0,8% ao més, durante 10 meses.

a) Quantos reais de juros, nesse periodo, rendeu o investimento
de Suzana?

Solucao:

Nos juros simples, a taxa € sempre aplicada no capital inicial.
Entao, no 1° més, temos:

0,8
0,8% de R$ 5000 = Too- 5006-=0,8-50 = 8-5 = R$40,00

|

No primeiro més tivemos um rendimento de R$ 40,00 de juros. Mas como a taxa
de 0,8% sempre sera aplicada no capital inicial, logo, cada um dos 10 meses da aplicagdo
rendera R$ 40,00 de juros, ou seja, 0s juros sdo constantes. Entdo, para saber o total de
juros gerados nesse periodo, basta multiplicarmos os juros gerados em um més pelo total
de meses em que o capital inicial permanecera aplicado.

R$ 40 x 10 = R$ 400,00

Portanto, o investimento de Suzana rendeu R$ 400 de juros em 10 meses.

L—

b) Qual o montante resgatado por Suzana apés esse periodo?

Solucao:

Como Suzana aplicou R$ 5000 e obteve R$ 400 de rendimento, apdés os 10
meses Suzana resgatou:

R$5000,00 + R$ 400,00 = R$ 5400,00

Portanto, Suzana resgatou R$ 5400,00 de montante ap6s os 10 meses.

1\
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Repare bem que, para chegarmos nos R$ 400 de juros:

1) Multiplicamos o capital inicial pela taxa.

) 0,8
+ Numericamente: 5000 - ——
100

# Algebricamente: C - {
2) Multiplicamos o resultado da multiplicagao acima pelo periodo.
+ N i te: 5000 - 25 10
mericamente: C—_
y 100

% Algebricamente: C - { - t

Portanto, para determinar os juros simples (J) sobre um capital inicial (C),
considerando uma taxa (L) e um periodo (t), podemos usar a seguinte equacao:

; J=Cw-t§

Como o montante (M) é a soma entre o capital inicial e os juros, para calcula-lo
podemos usar a seguinte equacao:
M=C+l

Para calcular o montante direto, sem passar pelo calculo dos juros, podemos
substituir os juros (J) por (C - L - t) e a nossa equacgao ficara assim:

g M=C+C-i-t OU M=C-U+L¢)J

Vale relembrar que entender as férmulas € mais importante do que memoriza-
las e utiliza-las. Vejamos nos exercicios resolvidos alguns exemplos de aplicacao.
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O1. Calcule os juros de uma aplicagdo de R$ 2600,00, com taxa de 0,85% ao més,
durante 11 meses, no regime de capitalizacao simples.

Solucao: 7

Sabemos que J = C - { - t. Extraindo os dados do enunciado:

C = R$ 2600; L =0,85% a.m t = 11 meses

0,85
] = 2699-@- 11=26-0,85-11=22,1-11 = R$ 243,10

Resposta: R$ 243,10.
- \

02. Pedro emprestou R$ 2500,00 a seu amigo, Jodo. O acordo estabelece uma taxa
de juros simples de 2% ao més. Quanto Jodo tera que devolver a Pedro apés 6 meses?

—

Solucao:

Como Jodo tera que devolver a Pedro tanto o que pegou emprestado quanto os
juros gerados no periodo, o valor que ele sera remover a Pedro é o montante.

C = R$ 2500: L=2% a.m t = 6 meses

Sendo que M = C - (1 + 4 - t) e fazendo as substituicdes, temos:
M = 2500-(1+0,02-6) = 2500- (1 + 0,12) = 2500 1,12 = R$ 2800

Resposta: Jodo tera que devolver a Pedro, ap6s 6 meses, R$ 2800.

L |
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01. O que sao juros?

02. Qual a caracteristica especial dos juros simples?

03. Maria emprestou R$ 500,00 a seu amigo Paulo a uma taxa de juros simples de
1% ao més. Quanto Paulo devera pagar de juros ap6s 3 meses?

04. Joao investiu R$ 2000,00 a uma taxa de juros simples de 2,5% ao més. Quanto
ele ganhara de juros ap6s 5 meses?
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05. Ana tomou emprestado R$ 800,00 a uma taxa de juros simples de 2% ao més.
Quanto ela devera pagar apés 6 meses?

06. Carlos investiu R$ 3000,00 a uma taxa de juros simples de 1,5% ao més. Quanto
ele ganhara de juros ap6s 4 meses?

O07. Paula emprestou R$ 1200,00 a uma taxa de juros simples de 2,5% ao més.
Quanto ela recebera de volta apés um ano e meio?

08. No texto da secdo “Um pouco de histéria”, lemos que as palavras que designam
o preco do aluguel de um capital ou valor tém a mesma origem nas linguas espanhola,
francesa e inglesa. Mas na lingua portuguesa a origem é outra. O que poderia explicar
a opgao feita pela lingua portuguesa?

“Nolite ergo esse solliciti in crastinum; crastinus enim dies sollicitus
erit sibi ipse. Sufficit diei malitia sua.” (Mt 6, 34)
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Desafios de vestibulares
(Importante: assista as orientagdes dadas na aula)

01. (UFC CE/2000) José emprestou R$ 500,00 a Jodo por 5 meses, no sistema de
juros simples, a uma taxa de juros fixa e mensal. Se no final dos 5 meses José recebeu
um total de R$ 600,00, entdo a taxa fixa mensal aplicada foi de:

a) 0,2%. b) 0,4%. c) 2%. d) 4%. e) 6%.

02. (UEPG PR/2002) Uma pessoa tomou R$ 25.000,00 emprestados em um banco, por
um prazo determinado, a juros simples de 6% ao més. Sabendo-se que no vencimento ela
pagou R$ 37.000,00 ao banco, quantos meses durou o empréstimo?

03. (UNIMONTES MG/2007 - Adaptado) Um comerciante aplicou um capital a 24% ao
ano e o triplo desse capital a 26% ao ano. Depois de um ano, ele recebeu R$1530,00
de juros. Qual o capital total aplicado?

a) R$9000,00 b) R$4500,00 ¢) R$5000,00 d) R$6000,00

Adquira nossos cursos e materiais: https://loja.profviniciusmat.com.br 33




04. (UEG GO/2004) Aplicados 2/3 de um capital a uma taxa de 24% ao ano e o
restante a 30% ao ano, ambos a juros simples, obtém-se, em 8 meses, um rendimento
de R$ 130,00. O capital aplicado ¢ de:

a) R$ 700,00. b)R$ 720,00. c)R$ 740,00. d)R$ 750,00. e) R$ 760,00.

05. (UNIMONTES MG/2014) Um investidor aplicou a quantia de R$5000,00 em um
fundo de investimento que opera no regime de juros simples. Apés 12 meses, esse
investidor verificou que o montante era de R$6500,00. Qual é a taxa de juros desse
fundo de investimento?

a) 0,025% ao meés. b) 2,5% ao més. ) 2,4% ao més. d) 0,24% ao més.

06. (ESPM SP/2015) Um capital, aplicado a taxa de juros simples de 5% ao més, vai
triplicar o seu valor em:

a) 3 anos e 6 meses b) 3 anos e 8 meses c¢)3anos d)3anose 2 meses e) 3 anos e 4 meses
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Médulo O1
Aula 09 — Nocao intuitiva de juros compostos

1 B by = 7 B q B
V3~ )5 = 7o )20
,r Direto ao assunto :

Vocé ja parou para pensar no poder do tempo? Imagine uma semente recém-
plantada: é pequena, aparentemente insignificante. No entanto, com o passar do tempo,
ela se transforma em uma majestosa arvore, fornecendo sombra, sustento e beleza ao
seu redor. Da mesma forma, os juros compostos funcionam como o solo fértil para o
crescimento de um determinado investimento. Para isto, o tempo é essencial e também
uma leve diferenga no conceito, quando comparado com juros simples. Vejamos.

Na modalidade de juros simples, Na modalidade de juros compostos,
a taxa é sempre aplicada a taxa é sempre aplicada ao capital
ao capital inicial. acumulado no periodo anterior.

O que sera que essa sutil diferenca provoca, na pratica, em um investimento? Tente
responder antes de conferir a resposta.

A melhor forma de responder essa pergunta, ao mesmo tempo que entendemos
como os juros compostos funciona, € comparando.

Vamos considerar um investimento de R$ 5000, a taxa de 2% ao més, nas duas
modalidades de juros.
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Juros simples

Nos juros simples, a taxa é
sempre aplicada ao capital inicial.
Logo, para o 1° més, temos, de juros:

2
100 5000 = R$ 100,00

Montante ao final do primeiro més:

5000 + 100 = R$ 5100

Nos juros simples, a taxa é
sempre aplicada ao capital inicial.
Logo, para o 2° més, temos, de juros:

2
100 5000 = R$ 100,00

Montante ao final do segundo més:

5100 + 100 = R$ 5200

Nos juros simples, a taxa é
sempre aplicada ao capital inicial.
Logo, para o 3° més, temos, de juros:

2
100 5000 = R$ 100,00

Montante ao final do terceiro més:

5200 4+ 100 = R$ 5300
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Juros compostos

Nos juros compostos, a taxa €
sempre aplicada ao capital
acumulado no periodo anterior, nesse
caso, ao capital inicial. Logo, para o
1° més, temos, de juros:

2
——-5000 = R$ 100,00
100 $

Montante ao final do primeiro més:

5000 + 100 = R$ 5100 «----1

Nos juros compostos, a taxa é
sempre aplicada ao capital acumulado
no periodo anterior, nesse caso, ao

més, temos, de juros:

2
——-5100 = R$ 102
100 5100 $102,00

Montante ao final do segundo més:

5100 + 102 = R$ 5202« -

Nos juros compostos, a taxa é
sempre aplicada ao capital acumulado
no periodo anterior, nesse caso, ao
valor de R$ 5202. Logo, para o 3°

més, temos, de juros:

2
——- 5202 = R$% 104,04
10050 $104,0

Montante ao final do terceiro més:

5202 + 104,04 = R$ 5306,04
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Percebam que, nos juros simples, os juros sao constantes em todos os meses, pois a
taxa € sempre aplicada ao capital inicial. Ja nos juros compostos, os juros variam todos

0s meses, uma vez que a taxa é sempre aplicada ao capital acumulado no periodo

anterior. Veja a analise do montante dessa aplicacdo nos 24 primeiros meses, nas

duas modalidades:

Més Juros simloles Juros compostos Diferenga
Inicial R$ 5.000,00 R$ 5.000,00 R$ 0,00
1 R$ 5.100,00 R$ 5.100,00 R$ 0,00
2 R$ 5.200,00 R$ 5.202,00 R$ 2,00
3 R$ 5.300,00 R$ 5.306,04 RS 6,04
4 R$ 5.400,00 R$ 541216 R$ 1216
5 R$ 5.500,00 R$ 5.520,40 R$ 20,40
o R$ 5.600,00 R$5.630,81 R$ 30,81
7 R$ 5.700,00 R$5.743,43 R$ 4343
8 R$ 5.800,00 R$ 5.858,30 R$ 58,30
9 R$ 5.900,00 R$ 5.975,46 R$ 75,46
10 R$ 6.000,00 R$ 6.094,97 R$ 94,97
1 R$ 6.100,00 RS 6.216,87 RS 116,87
12 R$ 6.200,00 RS 6.341,21 RS 141,21
13 R$ 6.300,00 R$ 6.468,03 R$ 168,03
14 R$ 6.400,00 R$ 6.597,39 R$ 197,39
15 R$ 6.500,00 R$ 6.729,34 R$ 229,34
16 R$6.600,00 R$ 6.86393 RS 263,93
17 R$ 6.700,00 R$ 7.001,21 R$ 301,21
18 R$ 6.800,00 R$ 714123 RS 341,23
19 R$ 6.900,00 R$ 7.284,06 RS 384,06
20 R$ 7.000,00 R$ 7.429,74 R$ 429,74
21 R$ 7.100,00 R$ 7.578,33 R$ 478,33
22 R$ 7.200,00 R$ 7.729,90 R$ 529,90
23 R$7.300,00 R$ 7.884,50 R$ 584,50
24 R$ 7.400,00 R$ 8.042,19 RS 642,19
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Percebam que, no més 1, a diferenca entre os juros compostos e os simples foi
nula. JA no segundo més, a diferenca foi de R$ 2,00; no terceiro, R$ 6,04; no vigésimo
quarto, a diferenca ja alcancava o valor de R$ 642,19. Isso € incrivel! Esse é o poder
do tempo.

Graficamente, temos:

25000 | Montante (R$)

20000

15000

R R R e e R e R R s W W Ems

10000
(24, 804219

5000

Tempo (meses)
30 40 50 80 70 80

A — Juros simples B — Juros compostos

Enquanto o grafico do montante em juros simples € uma reta, em juros
compostos é uma curva exponencial. Ao longo do tempo, a diferenca entre os
montantes em cada modalidade se torna bastante consideravel.

O tempo é um recurso precioso e poderoso. Assim como uma correnteza suave
que esculpe grandes montanhas ao longo dos anos, os juros compostos podem
moldar o destino financeiro de uma pessoa ao longo de décadas. Que tenhamos
sabedoria para lidar com os dons que Deus nos fornece, cultivando uma mentalidade
de paciéncia e gratidao.
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O1. (Instituto Verbena/2024 - Adaptada) Considere os dois investimentos a seguir:

[) Um capital de R$ 1000 foi aplicado a juros compostos, com taxa de 7% ao ano,
durante 3 anos.
[I) Um capital de R$ 2000 foi aplicado a juros compostos, com taxa de 5% ao ano,
durante 2 anos.

Qual é a diferenca aproximada entre os juros gerados pela aplicagao | e a aplicacao II?

a) R$ 0,00 b) R$ 12,00 c) R$ 18,00 d) R$ 20,00
Solucao: Vamos calcular os juros gerados pela aplicacao |I.
C =R$ 1000 L=7% aa. t = 3 anos
1¢ ano:L- 1000 = R$ 70 2° ano:L- 1070 = R$ 74,90
100 100
M = R$ 1070 M = R$ 1144,90

7
© ano: — - 1144,9 = R$ 80,14
3%2ano 100 9 $80,143

M = R$ 1225,04

Agora, vamos calcular os juros gerados pela aplicacao Il.

C = R$ 2000 L =5% a.a. t = 2 anos
0 > 292 : > 2100 = R$ 105,00
19 ano.l—o0 - 2000 = R$ 100 2 ano: 100 = )
M = R$ 2100 M = R$ 2205
L B
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—

Na aplicacdo I, o montante foi de R$ 1225,04 e o capital inicial foi de R$ 1000.
Logo, os juros dessa aplicacdo foi de R$ 225,04, aproximadamente.

Na aplicagdo I, o montante foi de R$ 2205 e o capital inicial foi de R$ 2000.
Logo, os juros dessa aplicacdo foi de R$ 205.

Portanto, a diferenca entre os juros gerados pela aplicacdo | e a aplicagao Il é:

R$ 225,04 — R$ 205 = R$ 20,04

A alternativa correta é a letra D.

—_—— e — — e — — ——— e — —

O1. Qual a diferenca entre juros simples e juros compostos?

02. O grafico do montante ao longo do tempo na modalidade de juros simples é:

a) uma parabola

b) uma reta

C) uma curva exponencial
d) uma elipse

e) um circulo

03. O grafico do montante ao longo do tempo na modalidade de juros compostos é:

a) uma parabola

b) uma reta

C) uma curva exponencial
d) uma elipse

e) um circulo
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04. Calcule os juros gerados pela aplicacdo de um capital de R$ 12000, a taxa de
juros compostos de 12% ao ano, durante 3 anos.

O5. Quantos reais a mais sera o valor dos juros gerados por um investimento de R$
2400, com uma taxa de juros compostos de 0,7% ao més, durante 3 meses, em
comparagao com a mesma quantia investida em juros simples?

06. (Instituto Consulplan/2024) José fez duas aplicacdes financeiras em carteiras de
investimentos diferentes, ambas com a mesma taxa de juros; porém, uma com juros
simples e a outra com juros compostos. Todos os meses José acompanhava a evolucao
de suas aplicagdes com base em um grafico gerado pela plataforma de investimento.

Dessa forma, o grafico que melhor representa, apés alguns meses, a evolucao
dos valores investidos por José, em cada carteira de investimento é:
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Valor: 10,0

Nota:

Orientacgoes:

1) A avaliacao contém 10 questdes.

2) A avaliagao contém pontuacdao maxima de 10,0 pontos;

3) Cada questao tem valor maximo de 1,0 ponto;

4) A avaliacao € individual;

5) Nao € permitido consultar a teoria do livro;

6) Nao é permitido solicitar explicacdo dos enunciados aos pais ou tutores;

7) Nao é permitido utilizar nenhuma espécie de eletronicos;

8) Duragao maxima sugerida: 80 minutos

9) A correcao desta avaliacao devera ser feita pelos pais ou tutor responsavel, podendo
ser realizada com critérios de pontuacao zero para cada questao errada, 1,0 para cada
questao correta e, de maneira opcional, O,5 para cada questao parcialmente correta.

10) Revise sua avaliagao.

Professor Vinccins Soares
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Médulo 03
Aula O7 — NUmeros irracionais |l

01. (OBMEP 2013) O pai de Carolina mediu o comprimento
da mesa da sala com sua mao e contou 8 palmos. Ela também
mediu a mesa do mesmo modo e contou 11 palmos. Qual é
o tamanho do palmo de Carolina, se o palmo de seu pai mede
22 centimetros?

a) 12 cm b) 13 cm c) 14 cm d) 16 cm

e -

—— — ——— — —— — —

Chegamos ao momento mais fascinante
do estudo dos numeros irracionais: 0 nimero

de ouro! Este maravilhoso nimero, também

conhecido como proporgao aurea ou ¢ (phi),
tem prendido a imaginacdao de matematicos,
artistas e cientistas ao longo dos séculos. Sua
presenca misteriosa e estética em diversas
areas, desde a arquitetura e arte até a natureza
e biologia, revela uma harmonia matematica
que continua a inspirar e intrigar estudiosos e
entusiastas em todo o mundo.

Imagem gerada por Midjourney (https://midjourney.com)

Iniciemos por desenhar na malha abaixo um retangulo de comprimento 8
unidades e largura 5.
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Agora, vamos desenhar na regido interior desse retangulo, um outro retangulo
de comprimento 3 unidades e largura 5, do seguinte modo:

Desenhemos mais um retangulo, agora no interi ulo verde, com

comprimento 3 unidades e altura 2, do seguinte mo

Desenhemo is_um retangulo no interior do retangulo amarelo, com
comprimento 1 unidade e ra 2, do seguinte modo:

Continuando o padrao mais uma vez, temos:
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Agora, desenhando um quarto de circunferéncia em cada quadrado obtido,
temos a seguinte linha plana, destacada de vermelho:

~

Consegue perceber uma semelhanca entre essa linha espiral e a imagem na
introducdo da licao? Pois bem. Ha algo magico envolvido aqui.

4+ O lado do quadrado laranja mede 1 unidade;
+ O lado do quadrado verde mede 1 unidade;

+ O lado do quadrado amarelo mede 2 unidades;
+ O lado do quadrado verde mede 3 unidades;

+ O lado do quadrado azul mede 5 unidades.

Se colocarmos esses numeros em sequéncia, ela lhe
parecera familiar? E qual sera seu préximo termo?
Reflita.

1,1,2,3,5, ..

Imagem de Leonardo de Pisa gerada
por Midjourney (https://midjourney.com)
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A sequéncia em questao é a famosa sequéncia de Fibonacci. Fibonacci apresenta

+ 5 = 8 e a sequéncia segue da seguinte forma com seus primeiros 15 termos:

1,1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, ...

Certo, professor. Mas, por que citar esses termos? E onde estd o nimero de
ouro?

Vejamos. A partir do terceiro termo, vamos calcular a razdo entre um termo e o
termo imediatamente anterior:

*2+1=2

*3+2=15 ! . o

£ 5-3=1666. { Fibonacci’s

L8-5-16 1 Liber Abaci

+ 13 +-8= 1,625 Leonardo Pisano’s ‘ ’Af
il Book of Calculation | !

+ 21 +13=1,6153...

*+ 34 + 21 = 1,61904...

% 55 + 34 =1,61764...

+ 89 + 55=1,618181...

+ 144 +89=1,61797...

% 233 + 144 = 1,6180555...

P ol

o

L.E. SIGEEW

"*‘ 377 + 233 =1 16 1802... Fibonacci's Liber Abaci: A Translation Into Modern
English of Leonardo Pisano's Book of Calculation
+ 610 ~ 377 = 1,61803...

A medida em que tomamos termos mais altos na sequéncia, a razao entre termos
consecutivos se torna cada vez mais préxima do numero de ouro.

1++/5
¢ = —— = 1,61803398874989484820 ..
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Por propriedade geométrica, dois segmentos estdo em proporcao aurea se a
razao entre o comprimento do segmento maior e o comprimento do segmento menor
€ igual a razao entre a soma dos dois comprimentos e o comprimento do segmento
maior, ou seja:

Sendo a e b as medidas desses segmentos, com a > b:

a_a+b
b  a

Exemplos:

a) Se nessa equacdao a =1, b = 0,618 e a razao a/b = ¢.

b) Se nessa equacao a = 3,5, b = 2,163 e a razdo a/b = ¢.

Percebemos, portanto, que essa equacao, de fato, nos fornece pares de niumeros
Cuja razao entre o maior € o menor € igual a razao aurea.

Um retangulo cuja razdo entre seus lados € igual ao numero de ouro é chamado
de retangulo de ouro. Para os gregos, o retangulo de ouro representava a lei da beleza
matematica e a arquitetura classica da Grécia possui varios monumentos com
retangulos de ouro.

Partenon, Atenas Templo de Zeus, Atenas
https://www.pexels.com/pt-br/foto/fotografia-de-baixo- https://www.pexels.com/pt-br/foto/colina-
angulo-do-partenon-durante-o-dia-164336/ monte-grama-ceu-azul-16629276/

Temos também exemplos notaveis de obras artisticas que utilizaram a proporcao
aurea, como, por exemplo, as obras de Leonardo da Vinci.
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O Homem Vitruiviano (Leonardo da Vinci) Monalisa (Leonardo da Vinci)
https://br.pinterest.com/pin/64317100919447927/ https://br.pinterest.com/pin/10555380370324 180/

A proporcao aurea aparece também na natureza, manifestando-se em diversos
padroes de crescimento, formas e estruturas de plantas, animais e até fen6menos
naturais.

A ol X o Y
Aloe polyphylla Concha de molusco
https://br.pinterest.com/pin/543880092515962110/ https://br.pinterest.com/pin/48273027250784571/

Percebe-se que poderiamos gastar rios de paginas dessa apostila para falar
sobre esse numero magnifico. Mas optamos por encerrar esse breve resumo com um
belo paragrafo de Robert Lawlor:

“In a sense, the Golden Proportion can be considered as supra-rational or transcendent. It
is actually the first issue of Oneness, the only possible creative duality within Unity. It is the
most intimate relationship, one might say, that proportional existence - the universe -can
have with Unity, the primal or first division of One. For this reason the ancients called it
'golden’, the perfect division, and the Christians have related this proportional symbol to the
Son of God.” (Sacred Geometry, p.46)
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O1. Descreva como obter a sequéncia de Fibonacci e, em seguida, determine seus dez
primeiros termos.

02. Qual das alternativas abaixo contém um numero racional?

a) = 3,141592 ...
b) V11

) e =2718281..
d) 2,4111 ...

e) ¢ = 1,618033...

03. Dados os pares de numeros inteiros A = (13, 8) e B = (21, 13), qual mais se
aproxima do numero de ouro?

( DA ( )B

04. Julgue a afirmacado: “O numero de ouro pode ser representado como uma divisao
entre dois numeros inteiros”.

( ) Verdadeira ( ) Falsa

Justificativa:
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05. Uma das definigdes algébricas do nimero de ouro € a solugao positiva da equagao
do 2°grau x> —x — 1 = 0.

_1++5
2

X

Calcule o valor do niimero de ouro usando a aproximacio V5 = 2,236.

06. 7 Considere um retangulo aureo. Se a medida do lado menor desse retangulo é
5 cm, qual é a medida aproximada de seu lado maior?

O7. Escreva a traducao do paragrafo de Robert Lawlor em seu livro Sacred Geometry,
citado no final dessa ligdo.
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01. O numero de ouro aparece em diversas areas, incluindo arte e arquitetura. Pesquise
um exemplo famoso de uma obra de arte ou estrutura arquitetonica que utiliza o
nuamero de ouro em seu design. Descreva como o numero de ouro foi utilizado.

02. Podemos afirmar que o nimero 5,612121212..., por possuir um antiperiodo, é
um numero irracional.

( ) Verdadeiro ( ) Falso

Justificativa:

03. (AGIRH/2022) Podemos afirmar que dos numeros abaixo, o Unico que nao
pertence ao conjunto dos numeros irracionais é:

a) V5 b) 2,7543275432... c) 0,54783617... d)

04. A raiz quadrada de 2304 é um numero racional? Justifique.
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05. (Legalle Concursos/2022) Considere as assertivas a seguir:

I. O niUmero 2 pertence ao conjunto dos numeros inteiros.
[l. O nimero 0,666... pertence ao conjunto dos nimeros racionais.
[Il. O nimero 3,14 pertence ao conjunto dos nimeros irracionais.

Esta(ao) CORRETA(S):
a) Apenas |. b) Apenas Il. c)Apenaslell. d)Apenaslell. e)l,llell
06. Assinale a alternativa que contém a sequéncia de Fibonacci.

a)1,2 35,8, 13, 21, ..

b) 2, 2, 4, 6, 10, 16, 26, ...
01,1,2 3, 4,59, 14, 23, ..
d1,1,2 35,8, 13, 21, ..
e) 1,3, 6 10, 15, 21, 28, ...

07. 7 No livro “Sacred Geometry”, Robert Lawlor relaciona o numero de ouro com a
Trindade. Explique como Lawlor utiliza o conceito de ¢ para ilustrar a ideia da
Trindade, baseado no paragrafo traduzido na licdo anterior e em pesquisa.
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Médulo 05
Aula 08 — Operagdes com polindmios i

———————— )
fm e 1 Aquecimento |--------c-ommme e .
| S —— ¢ |
501. ¥ Efetue as operacoes com fracoes E
i 13 11 i
g tS :
)98 143 |
i ) 132 %105~ |
3 5 |
R :

—— — ——— — —— .,

|r Direto ao assunto |

Vamos, nessa licao, continuar operando polindmios. Nessa nossa segunda aula,
trabalharemos:

i) multiplicacdo de bindbmio por binébmio;
ii) divisao de polinbmio por monoémio.

x=) Multiplicacao de binémio por binbmio

Para multiplicarmos binédmio por binémio:

1) aplicamos a propriedade distributiva da multiplicagdo em relacdo a adi¢do e subtracao;
2) resolvemos as multiplicacdes de monémio por monémio resultantes;

3) simplificamos a expressao, unindo os termos semelhantes, caso existam.

Exemplo: SejaA=x+yeB =x—3

Vamos calcular A - B:
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a0

A-B=(x+vy)-(x—3)=x?2-3x+xy—3y

Como nao ha termos semelhantes, finalizamos nossa multiplicacao.
Exemplo: Simplifique a expressao (4a — 5)(3a — 8).

(4a —5)(3a —8) = 12a? — 32a — 15a + 40

\./

Reduzindo os termos semelhantes, temos:

(4a —5)(3a —8) = 12a? — 32a — 15a + 40
= 12a% — 47a + 40

x5l Divisao de polindmio por monémio

Para dividirmos um polindmio por um monémio:

1) dividimos cada termo do polinbmio pelo monémio;
2) resolvemos as divisdes de monémio por monémio resultantes.

Exemplo: Efetue as divisdes de polinbmios por monémios abaixo:
a) (25x3 — 30x% + 15x19) + (—5x2)

Para facilitar, vamos aplicar a regra de sinais e escrever cada divisao de monémio
por mondémio na forma de fragdo:

25x3 30x% 15x10
(25x3 — 30x2 + 15x1°) = (=5x2) = — £2 + 52 " Ex2
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Efetuando as divisdes de monémio por mondémio resultantes, temos:

25x3 30 15x10
- +5§— = —5x + 6 — 3x°

5x?2 5x2

b) (12x3y — 16x2%y? — 20x*y1%) =+ 8x3y

Para facilitar, novamente vamos aplicar a regra de sinais e escrever cada divisao
de mondémio por monémio na forma de fracao:

12x3y  16x3y?  20x*yt°
8x3y 8x3y 8x3y

(12x3y — 16x3y? — 20x*y19) + 8x3y =

Efetuando as divisdes de monémio por monémio resultantes, temos:

123y 16)°y? 20x*y™ 3 , 5
8x3y  8x%y  8x3y 2 YT 2%

Em alguns casos, a divisao pode nao ser exata, de modo que o resultado seja
uma fracdo algébrica.

c) (4x3 — x2=5x + 1) + 12x?

4x3 ¥ 5x 1

4x% — x* = 5x +1) + 12x* = - -
e =2 =S+ D+ 120" = o — T ~ T T 1o

11 5 1
— 3 T 12T 12x T 1242

“Um bom ensino de Matematica forma melhores habitos de pensamento
e habilita o individuo a usar melhor a sua inteligéncia.” (Irene de Albuquerque)
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Médulo 05
Aula 10 — Produtos notaveis |

"=

e

- AE
14Q{

a) 10h b) 10h30min c)11h d) 11h30min e) 12h

———————— )
R L PR P LR T | Aquecimento |----------ommm e N
1 o J :
501. (Canguru de Matematica/2024) A figura representa 5cm E
| quatro retangulos com lados que se tocam. Qual é a area 1 !
' do retangulo cinza em cm?? :
' 45cm? !
: 12cm ? !
roa)12 b) 14 c) 16 d) 18 e) 20 agem? | !
: 40 cm? '
E 16 cm E
i 02. (OBMEP/2010) Joao vai de bicicleta ao encontro de sua :
i namorada Maria. Para chegar na hora marcada, ele deve sair as 8 !_—:?_,-s}_ E
E horas e pedalar a 10 km/h ou sair as 9 horas e pedalar a 15 km/h. t«f’* :
i A que horas é o encontro dos namorados? ﬁ'r'? A

o - - ———

e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e mm e e e mm e e e e e mm e M e e e e M mm e e e e e e e e e mm e mm e e e e e e e e e e e e e

—— — ——— — —— — —

|r Direto ao assunto

Querido aluno, chegamos a um conteddo que considero ser o mais importante
do 8° ano. Costumo dizer que esse conteldo é a “tabuada” dessa série. Porém, antes
de mais nada, vamos entender detalhadamente o significado de “produto notavel”.
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Nesse contexto, a palavra “produto” esta se referindo ao resultado de uma
multiplicacdo e “notavel” pode ser interpretado como sinbnimo de “importante”,
“memoravel”, “inesquecivel”’. Logo, “produto notavel’ estd se referindo a uma
multiplicacdo cujo resultado € importante.

Agora, a grande pergunta: que multiplicacdo é essa? O
0

A resposta nao € uma unica multiplicagdo. Aqui no nosso curriculo serao cinco,
uma por aula.

|. Quadrado da soma de dois termos

ll. Quadrado da diferenca de dois termos

lll. Produto da soma pela diferenca de dois termos
IV. Cubo da soma de dois termos

V. Cubo da diferenca de dois termos

Comecaremos pelo quadrado da soma de dois termos.

Quadrado da soma de dois termos

Quando temos um numero multiplicado por si mesmo, temos uma poténcia,
certo? Mais especificamente, uma poténcia de expoente 2.

7x7 =72 19 x 19 =192 |100-100 = 1002 xX-x=x2

Um numero elevado ao quadrado costuma ser lido como “o quadrado de um
numero”. Por exemplo, o quadrado de 3 é trés elevado ao quadrado; o quadrado de
11 é onze elevado ao quadrado; o quadrado de x é x elevado ao quadrado.

No caso desse nosso primeiro produto notavel, nés teremos o quadrado da
soma de dois termos (dois monémios). Em outras palavras, nés teremos a soma de
dois monémios elevada ao quadrado. E o produto de uma soma por si mesma.

Vamos, inicialmente, exemplificar numericamente essa situacao, considerando a
soma entre os numeros 8 e 5.
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Sabemos que 8 + 5 = 13. Logo, o quadrado da soma de 8 e 5 sera:

(8 + 5)° = 13% = 169

Perceba que a funcdo dos parénteses é justamente garantir que toda a soma
entre 8 e 5 fique elevada ao quadrado. Mas o como eliminariamos os parénteses se a

soma fosse entre dois monémios nao semelhantes, por exemplo, a e b?

(a+Db)?=7?

Sabemos que a e b nao sao monémios semelhantes e, por isso, ndo podem ser

somados, diferentemente de 8 e 5. Se ndo podemos somar a e b, como poderemos

elevar essa soma ao quadrado?

Vamos voltar para o nosso exemplo numérico, agora ajudados pela geometria.
Imaginemos que 13, que € a soma entre 8 e 5, seja a medida, em cm, do lado de um

quadrado.

13 cm

13 cm

Sabemos que a area desse quadrado é 13 X 13 = 132= 169 cm?. Agora, vamos

repartir seus lados em duas medidas, uma igual a 8 cm e outra igual a 5 cm.

8cm

5cm

8cm

5cm
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Consegue perceber que, nessa divisao, obtivemos dois quadrados e dois
retangulos?

8cm 5cm

8cm 5cm

8cm 8cm 8cm

)

5cm 5cm 5cm

8 cm 5cm

Calculando as areas de cada um desses quadrilateros, temos:

I)8 x 8 = 64 cm? 8cm 64 cm?
8cm
5cm
I)5%8=40cm? — 5cm 40 cm?
40 cm?|8 cm
8 cm
III)5 X 5 = 25 cm? 5cm | 25 cm?
5cm

Somando todas essas areas, qual valor devemos encontrar?
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Obviamente, as areas desses quatro quadrilateros somadas, deve,
obrigatoriamente, resultar em 169 cm?, que é a area do nosso quadrado inicial.
Veja:

64 +2 x40+ 25 =
64 + 80 + 25 =
144 + 25 =

169 cm?

Por fim, analise a forma aritmética de resolucdao do quadrado da soma entre 8
e 5, comparando-a com a forma geométrica:

(8+4+5)2=(8+5)(8+5)

Esse produto se comporta como o produto de binémio por binébmio. Podemos,
portanto, resolvé-lo com a propriedade distributiva.

N

(845)(8+5)=8-8+8-5+8:545+5

W =8%2+4+2:8-5+ 52

;=64+2-40+252— ........................... .
=64 +80 + 25 i
=144 + 25 i
= 169 cm?

8cm 5cm :
Scm | 64 cm? 40 cm? :
e i

5cm| 40 cm? 25 cm?
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Agora temos base para responder a pergunta: como poderemos resolver o

quadrado da soma entre a e b?
(a+Db)?=7?

Simples: com a propriedade distributival

(a+b)*=(a+b)a+b)=a®+ab+ab+b>------ -
W = a? + 2ab + b?

Geometricamente, temos:

)

a b

a a? ab
< ......... 4

b ab b?

Para agilizar as resolugdes de um quadrado da soma de dois termos, vamos

analisar apenas o ultimo resultado, que se tornara nossa regra pratica:

(a + b)? = a? + 2ab + b?
a — 1° termo
b — 2° termo

@+b?= @ + 2ab  +

<_._._._._ layl

\4 \4

i ] Quadrado + 2 X 1° termo + Quadrado
Dica: memornzavi) 5 do 1° termo X 2° termo do 2° termo
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01. Desenvolva o produto notavel (a + 3b)? utilizando a propriedade distributiva.

Solucao: Utilizando a propriedade distributiva, temos:
(a + 3b)? = (a + 3b)(a + 3b) = a? + 3ab + 3ab + 9b?

= a? + 6ab + 9b?

L

02. Desenvolva o produto notavel (3x + y)? utilizando a regra pratica.

Solucao: Utilizando a regra pratica do quadrado da soma de dois termos, temos:

Bx+y)2=0Bx)*+2-3x-y+y?=9x*+ 6xy + y*

2 \2
03. Determine o 1° e o 2° termo do produto (—x + —y) e, em seguida,

2 3
desenvolva-o.

Solucao:

1°termo: —=Xx

2—(1)+212+(2)—2+ + —y?
= X 2X3y 3y =—X xy y
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01. Como podemos definir um produto notavel?

02. Como podemos desenvolver o quadrado da soma de dois termos, caso os termos
nao sejam semelhantes?

03. Determine o primeiro e o segundo termo dos produtos da tabela:

Quadrado da soma de

. 1° termo 2° termo
dois termos

(x + 2y)?

(x3 + 3a)?

(2 + 32)?

(abc + xyz)?

(X2y3 + x3y2)2

o 4\ 2
© ¥t
E+5)
(0,3a + 0,4b)?

2 3 \?
_ 3 a2
<7m +7">

G+2)

2
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04. Assinale a alternativa que contém uma igualdade verdadeira:

a) (a + b)? = a® + b?
b) (a + b)> = a®> + 2ab + b?
c) (@ + b)> =a?+ ab + b?
d) (a + b)? = a2 — b2
e) (a + b)> = a® — 2ab + b?

05. Resolva e compare os resultados.

(7 + 5=

72+ 5% =

Conclusao: () Os resultados sao iguais

06. Resolva e compare os resultados.

() Os resultados sao diferentes

(7 +5) =

72+ 2 X7 X5+5%2=

Conclusao: (- ) Os resultados sao iguais

() Os resultados sao diferentes

07. Utilizando uma régua, represente geometricamente (3 + 2)?, utilizando

centimetro como unidade de medida.
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08. Desenvolva, utilizando a regra pratica, os produtos notaveis:

a) (x+y)* =

b) (x + 2y)? =

) (x* +y) =

d) (x* +y)? =

e) 3x + 4y)? =

) (0,5x + 0,3y)? =

9) (x* +7y°)* =

2

m (G+3) =

2

3 4
N (2.3 502)
‘)<4x +3y>

) (@*b + b2a)* =

k) (1,1a%b + 1,1ab%)? =

, 5a2+2b22_
N2 5 )=

m) (a + 3)?

n) (5a + 4)? =

0) (7 +3b)? =

p) (11 + 5b3)2 =

q) (abc +1)? =

r) (0,3m + 0,7n)? =

5) (2 + 3k10)2 =
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O1. Represente geometricamente (a + b)2.

02. Calcule as areas coloridas e, em seguida, a area do quadrado de lado 26 cm.

19 cm 7 cm

19 cm

7 cm

Area do quadrado de lado 26 cm:
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03. (Objetiva Concursos/2022) Assinalar a alternativa que apresenta o
desenvolvimento correto do produto notavel abaixo:

(2x + 3y)?

a) 4x% + 9y?
b) 4x2 + 6y?
c) 4x2 + 12xy + 9y?
d) 4x2% — 12xy + 9y?

04. (IMPARH/2021) Observando as areas marcadas na figura e o calculo da area total

do quadrado de lado x + y, temos uma representacdo geométrica de qual produto
notavel?

...........
...........
...........
............
...........
rrrrrrrrrrr
|||||||||||
...........

.q_l:
i

-----------
-----------
-----------
|||||||||||
iiiiiiiiiii

B
——
=

a) x* —y? = (x=p)(x +y)
b) (x —y)? = x* =2xy + y°
o) (x +v)? = x% 4+ 2xy + y*
d) x?+y? =x%+xy + y?

05. (UNIVALI/2021) Desenvolvendo o produto notavel (x3 + x)?, temos:

a) x® + x?

b) x6 + 2x* + x?
) x®+2x%+1
d)x®+x2+1
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06. (VUNESP/2019) Considere a seguinte figura:

b a

d

A figura pode ser utilizada para uma abordagem geométrica

a) do produto notavel quadrado da diferenca.
b) do produto notavel quadrado da soma.

c) do produto notavel da diferenca pela soma.
d) da fatoracdao de um quadrado perfeito.

e) da fatoracao de um cubo perfeito.

O07. Desenvolva o produto notavel (5 + x)(5 + x).

o8. ¥ (FUNDATEC/2022) Sabendo que (a + b)? = 16 e que ab = 3, é correto afirmar
que a’ + b? vale:

a) 4. b) 6. c) 8. d) 10. e) 16.
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Médulo 05
Aula 13 — Produtos notaveis IV

________ \
------------------------------ | Aquecimento F-----------------------------
e )
O1. Memorize a definicdo e as principais classificacdes dos angulos.
Figura formada por duas As semirretas AB e AC formam o angulo
semirretas de mesma origem. BAC, de lados AB e AC e vértice A. Angulo reto
é um angulo de 90°
90°
Nulo — igual a 0°
180°
Agudo — menor que 90° ) / Angulo raso é um éngulo de 180°
Obtuso — maior que 90° e
180° A < o
menor que Angulos complementares Angulos suplementares Angulos replementares
\ Soma resulta em 90° Soma resulta em 180° Soma resulta em 360°
Completo — igual a 360° 130°
307
o 20°
60° 50 -
340°

Imagine que vocé estd em uma praia, olhando para o mar. Perguntar se vocé
sabe nadar pode parecer simples, mas nadar em uma piscina calma € uma coisa,
enquanto nadar em um mar agitado durante uma tempestade é algo completamente
diferente. A piscina tem limites, bordas seguras para vocé segurar quando estiver
cansado. Ja no mar, especialmente em meio a uma tempestade, nao ha bordas, e vocé
precisa estar preparado para enfrentar as ondas, as correntes e o inesperado.

Assim também é o aprendizado. Muitas vezes, navegamos em aguas tranquilas,
revisando o que ja sabemos. Mas, as vezes, nos deparamos com conteudos mais
profundos e desafiadores, que exigem mais de noés. E é nessa hora que saber "nadar"
— ou seja, ter uma base sélida e confianca — faz toda a diferenca.

N o e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e mm e e e Em e e e e e e e e e e e e
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Hoje, vamos mergulhar em um mar mais profundo nos nossos produtos notaveis.
Pode parecer dificil no comeco, como nadar em um mar tempestuoso, mas com
paciéncia e pratica, vocé vera que é possivel dominar até as ondas mais fortes. Vamos
comecar?

Cubo da soma de dois termos

Entender esse titulo nao é tarefa dificil. Tal como o quadrado da soma de dois
termos é uma soma de dois monémios elevada ao quadrado, o cubo da soma de dois
termos é uma soma de dois monémios elevada ao cubo, ou seja, a terceira poténcia.

(a + b)3

Para facilitar o seu desenvolvimento algébrico, temos uma excelente carta nas
mangas: o quadrado da soma de dois termos. Veja:

(a+b)® =(a+b)(a+b)(a+b)

Quadrado da soma

de dlois termos
Aplicando sua regra, temos:
(a+b)3 = (a+b)(a+b)(a+b)
= (a® + 2ab + b*)(a + b)

Agora, temos o produto de um trinbmio por um binémio. Apliquemos a

propriedade distributiva.

= (a* + 2ab + b*)(a + b)

\\
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=a’®+a’b + 2a°b + 2ab* + +
Reduzindo os termos semelhantes, temos:

= a3 + a®b + 2a*b + 2ab? + ab? + b3

= a3+ 3a®b + 3ab* + b3

Chegamos, enfim, na forma mais reduzia do cubo da soma de dois termos.
a — 1° termo b — 2° termo

(a +b)3 = a3 + 3a’b + 3ab? + b3

I

I

i

i

i
Vv

<_ —_——— -
<_._._._._
<_ Ny A

3 X 3 x1°
Dicat: Cubo do 4 quadrado n termo X n Cubo do
. ! 1° termo do 1° termo quadrado 2° termo
memovrizar! X 2° termo do 2° termo

Para facilitar nossa memorizacao, temos uma curiosidade bastante interessante,
que conecta o desenvolvimento de poténcias de binbmios com o que conhecemos
como Triangulo de Pascal.

Primeiramente, vamos ao tridngulo. Nele, comecaremos com um nimero 1 na
linha zero e dois numeros 1 na linha um. A partir da linha dois, o primeiro e o ultimo
numero sempre serao 1 e os numeros intermediarios serao resultados da soma dos
numeros da linha superior que se encontram na mesma coluna do numero
intermediario correspondente e o da coluna anterior. Veja:

Linha O: 1

Linha 1: 1 1

Linha 2: 1 2 1

Linha 3: 1 3 1
Linha 4: A1 4 6 4 1
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Observe, no exemplo da pagina anterior, que o nimero 2, destacado na linha 2,
foi resultado da soma do numero 1 da linha superior de mesma coluna e do numero
1 a esquerda. Veja outro exemplo:

Linha O: 1

Linha 1: 1 1

Linha 2: 1 2 1

Linha 3: 1 3 1
Linha 4: 1 4 6 4 1

O numero 3 no exemplo acima, destacado na linha 3, foi resultado da soma do nimero
2 da linha superior de mesma coluna e do numero 1 a esquerda. Veja mais um exemplo:

Linha O: 1

Linha 1: 1 1

Linha 2: 1 2 1

Linha 3. 1 3. 3 1
Linha 4: A1 4 |6 4 1

O numero 6 no exemplo acima, destacado na linha 4, foi resultado da soma do
numero 3 da linha superior de mesma coluna e do nimero 3 a esquerda.

[ Bt profcon. M,

wmotwwmfodeﬂiwwﬁ,

ool nelacionado com as
rolemcias de bimamios?
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O expoente de cada binbmio é o mesmo que o numero da linha, e os nimeros
contidos em cada linha sdo iguais aos coeficientes do desenvolvimento do binémio:

(a+b) =1

Linha O: 1

(a+b)'=a+b=1a+1b

Linha 1: 1 1

(a + b)?> = a? + 2ab + b? = 1a? + 2ab + 1b*

Linha 2: 1 2 1

(a + b)® = a3+ 3a%b + 3ab? + b® = 1a® + 3a?b + 3ab? + 1b3

Linha 3: 1 3 3 1

E surpreendentemente incrivel, ndo é? Mas nao para por ai. Observe também o
expoente do bindmio e o grau de cada termo do desenvolvimento dos binémios:

(a+b)° =1

Grau do termo = O

(a+b)'=a+b=a'+b!

Grau de cada termo = 1

(a+ b)?> =a® +2ab + b? = a® + 2a*b* + b*

Grau de cada termo = 2

(a +b)® =a®+ 3a?b + 3ab? + b3 = a® + 3a?b* + 3a'b? + b3

Grau de cada termo = 3
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No ultimo exemplo, podemos perceber o grau dos expoentes do 1° termo a
diminuindo e o grau dos expoentes do 2° termo b aumentando:

(a + b)3 =a®+ 3a?b + 3ab? + b3 = a®b’ + 3a?b"' + 3a'b? + a’b*®

Com essas propriedades, podemos facilmente formular o desenvolvimento de
binémios da forma (a + b)™. Tal férmula é conhecida como Bindmio de Newton.

n

(a+b)* = Z (Z)-a"‘k-bk

k=0

Com todas essas fascinantes propriedades, o Bindbmio de Newton nos ajuda a
memorizar com mais facilidade os termos no desenvolvimento de somas de cubos e
até mesmo de poténcias maiores. No entanto, ndo vamos nos aprofundar nessa
formula e em seus aspectos fascinantes neste momento. Mas fiquem atentos, pois
deixarei um desafio especial.

Utilizando-se das caracteristicas apresentadas, desenvolva o binémio.

(a+b)* =

(Confira a resposta na préxima pagina.)
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Resposta: (a + b)* = a* + 4a3b + 6a?b? + 4ab? + b*
Os coeficientes utilizados foram os da linha 4 do Tridangulo de Pascal
e o grau de cada mondémio é 4, com os de a decrescentes e os de b crescentes.

Para finalizar nossa licdo, analisaremos a geometria do cubo da soma de dois
termos. Seja (a +b) a medida da aresta de um cubo, com a > b. A expressao
(a + b)3 nos fornece seu volume.

=

%Mb

b a

Separando cada um dos soélidos, temos os volumes calculados separadamente:

Assim, fica facil perceber:

(a+b)3=a+3a’b+ 3ab? + b3

Adquira nossos cursos e materiais: https://loja.profviniciusmat.com.br 76




—_—— e e — e — —————

O1. Desenvolva os seguintes produtos notaveis.

a) (a + 2b)3 =

b) (3a + b?)3 =

) (7+x)3=

02. Construa o Triangulo de Pascal até a linha 5.

Linha O

Linha 1

Linha 2

Linha 3

Linha 4

Linha 5

03. 7 Utilizando os coeficientes do Triangulo de Pascal acima e as propriedades das
poténcias de binbmios, desenvolva:

(a + b)° =

04. 7 A expressdo do volume de um cubo de aresta (a3 + b3) é igual a:

a) a® + b°

b) a® + b°

c) a® + 3a®h3 + 3a3b® + b°
d) a® + 3a®b3 + 3a3b® + b°
e) a® + a®b3 + a3b> + b°
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O1. Desenvolva os seguintes produtos notaveis.

a) (3x? +2y)3 =

b) (4m + 3n?)3 =

) (x3+1)3 =

02. Construa o Triangulo de Pascal até a linha 6.

Linha O

Linha 1

Linha 2

Linha 3

Linha 4

Linha 5

Linha 6

03. 7 Utilizando os coeficientes do Triangulo de Pascal acima e as propriedades das
poténcias de binbmios, desenvolva:

(a+b)° =

04. (Método Solugdes Educacionais/2019) Acerca dos produtos notaveis, assinale a
alternativa incorreta.

a) (a + b)? = a? + 2ab + b?

b) (a — b)? = a? — 2ab + b?

c) (a+ b)(a—b) =a?—ab — b?

d) (a + b)3® = a3 + 3a%b + 3ab? + b3
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Médulo 06
Aula O1 — Fracdes algébricas |

O1. Fatore as expressdes algébricas. Caso necessario, utilize mais de um caso de
fatoracao.

a) 7x% — 7y? =

b)x3 —2x%+x =

¢) 2x3 + 2000 =

d) ax?® + bx* — 4a — 4b =

02. Desenvolva os produtos notaveis:

a) (x +y)? =

b) (x —y)* =

)x+y)x—y) =

d) (x+y)* =

e) (x —y)® =

N e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e o = = = = = = = = = = = - ——

Adquira nossos cursos e materiais: https://loja.profviniciusmat.com.br 79




Vocé ja ouviu falar no Papiro de Rhind? Ele é
um dos mais antigos manuscritos de Matematica
que se tem conhecimento. Data-se de,
aproximadamente, 1650 a.C, e contém 87
problemas matematicos do Egito Antigo, incluindo
fracoes, calculo de areas e volumes.

Atualmente, o Papiro se encontra no acervo
do Museu Britanico. Mede cerca de 5 metros de
comprimento e 33 cm de largura.

Fonte da imagem: SILVA, Jorge N.
Egipto - Senet. Revisdo de Edimpresa.

Alguns dos problemas encontrados no Papiro trabalham conceitos de fracdes.
Antigamente, os egipcios escreviam as fragdes com numerador 1, da seguinte forma:

Simbolo Fracao

|Cﬁ 1

| 3
< 1
N | 12

Por volta do século Xlll, com o famoso trabalho de Leonardo de Pisa (Fibonacci),
o “Liber Abaci” (1202), o uso de fragdes numéricas como conhecemos hoje foi
popularizado.

Al-Khwarizmi (século IX), Francois Viete (século XVI) e René Descartes (Século
XVIl) deixaram grandes contribuicdes para o desenvolvimento da algebra, incluindo
fracdes que conhecemos hoje por fragdes algébricas, topico que, a partir de agora,
sera por nos estudado.
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Temos um grupo de 54 enfermeiros. Eles precisam formar equipes, de modo
que cada equipe contenha o mesmo numero de enfermeiros e de modo que esse

namero seja maior que 1 € menor que 20.

a) Quantos enfermeiros poderao ter na equipe, de acordo com os critérios dados?

b) Quantas equipes poderdo ser formadas em cada caso?

Pense por alguns minutos antes de conferir a resposta.

Com aritmética, podemos pensar nos divisores de 54 que sao maiores que 1 e

menores que 20 e responder aos dois itens com uma Unica tabela. Veja:

Quantidade de Quantidade
enfermeiros por equipe de equipes
2 27
3 18
6 9
9 6
18 9

No entanto, como poderiamos generalizar, algebricamente, esse problema?

Pense por mais alguns minutos antes de conferir a resposta.
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a) Seja n a quantidade de pessoas por equipe, de modo quen € N,1 <n < 20

e de modo que n seja um divisor de 54.

b) De acordo com o item anterior, o total de equipes que poderao ser formadas

€ dado por

Esse ultimo resultado € conhecido como fragdo algébrica.

e . = = L R— — s —_ e, - et e~

A divisao de dois polindbmios, dada na forma fracionaria — |,

com Q # 0, é chamada de fragao algébrica.

i T e i

T T e =

A restricao Q # 0 é essencial para que uma fracao algébrica exista, uma vez que
divisao por 0 ou nao existe ou é indeterminada. Encontrar os valores da variavel que
tornam a fracdo algébrica valida é encontrar sua condi¢do de existéncia ou o seu

dominio.

Exemplos:

a) A condicado de existéncia da fracdo algébrica = ey +0.
y

b) A condi¢ao de existéncia da fracao algébrica ; éb=1.

Considerando validas as condi¢cdes de existéncia, uma fracao algébrica pode
resultar em um numero inteiro ou em um polinémio.

Exemplos:
6ab_2 abc +abd ab(c+d) td
3ab ab B ab - ¢
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O1. Faca uma breve revisao dos principais conceitos relacionados a fracao.

a) Como podemos definir uma fragao?

b) Qual o significado do numerador e do denominador em uma fragao?

c) Encontre duas fragcdes equivalentes a fracdo abaixo:

2
5

d) Simplifique a fragdo abaixo até encontrar sua forma irredutivel.

64
72

e) Compare as fragoes abaixo:

13 33
20 50
f) Resolva a expressao com fracoes:

5+7 1
6 8 10

g) Resolva a expressao com fragdes:
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02. Escreva as fragcdes algébricas correspondentes a cada caso, considerando validas
as condi¢oes de existéncia.

a) R$ 70 divididos igualmente para x pessoas.

b) 800 biscoitos repartidos igualmente em p pacotes.

c) A velocidade média de um carro que percorreu y km em t + 1 horas.

d) A despesa x de uma festa dividida igualmente entre z + 10 pessoas.

03. O presente de Natal de Antonio sera dado por seus (x — 1) filhos, de modo que
cada filho pague a mesma quantia. O valor do presente é y reais e o filho mais novo,

ao compra-lo, conseguiu um desconto de z reais. Determine a fracdo algébrica que
indique quanto cada irmao pagara pelo presente de Anténio.

04. Um kit escolar contém 3 canetas e 2 lapis. Cada caneta custa x reais e cada lapis

custa y reais. Dispondo de Q reais, quantos kits desse poderei comprar? Indique a
resposta na forma de fracdo algébrica.
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05. Determine a condicdo de existéncia em cada caso:

3x ) 5x
a)a )a+1
C)6m+n dx2+3

m-—n )x—3

06. Assinale quais fracoes irdo resultar em um numero inteiro, considerando validas

as condi¢oes de existéncia:

6+a 5x
6ab x>
( 0= ( )5=

07. Uma caixa d'agua possui 1 m® de agua. Ela sera esvaziada em t horas. Determine
a fracdo algébrica que indica quantos litros de agua dessa caixa serao esvaziados, em

média, por hora.

400
08. 7 Waldo viajou de carro a uma velocidade média de —— km/h e Vinicius fez o

400
mesmo percurso, porém com velocidade média de —— km/h. Qual dos dois obteve

uma maior velocidade média nesse percurso? Justifique.
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O1. Escreva as fragoes algébricas correspondentes a cada caso, considerando validas
as condicoes de existéncia.

a) R$ 80 divididos igualmente para x + 1 pessoas.

b) 1800 biscoitos repartidos igualmente em g — 2 pacotes.

c) A velocidade média de um carro que percorreu d km em n horas.

d) A razao entre x pénaltis convertidos em um total de x + y tentativas.

02. O IMC - indice de Massa Corporal — de uma pessoa é dado pela razdo entre a
massa m da pessoa e o quadrado de sua altura h. Determine a fracdo algébrica que
representa o IMC de uma pessoa.

03. Em um acougue, o quilograma de uma carne esta R$ 50,00. Se uma pessoa possui
x reais para comprar y kg dessa carne, qual fracao algébrica determinara a quantidade
maxima de quilogramas dessa carne que podera ser comprada?
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04. Determine a condicdao de existéncia em cada caso:

) 3x b S5x

a

p—1 )p+1
6m+n x2 43

c) d)
pP—q p+q

05. Assinale quais fracdes irao resultar em um numero inteiro, considerando validas
as condi¢oes de existéncia:

6+ 2a 7ax
()= = CI-F=

6ab 3x?2
()% = O )% =

06. Um terreno de 2 hectares sera repartido em x + y lotes. Determine a fragao
algébrica que indica quantos m? de area cada lote desse terreno tera.

07. 7 Uma pizza A foi repartida em p pedacos e uma pizza B, de mesmo tamanho
que a pizza A, foi repartida em p + 2 pedacos. Qual pizza possui pedagos com maior
tamanho? Justifique.
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Médulo 06
Aula 06 — MMC de polinémios llI

O1. (OBMEP/15) Quais dos poligonos desenhados no quadriculado tém o mesmo
perimetro?

a)lVelll
b) IV el
cIiVel

A

02. (OBMEP/2015) Pedrinho colocou 1 copo de suco em uma jarra e, em seguida, !
acrescentou 4 copos de agua. Depois decidiu acrescentar mais agua até dobrar o |
volume que havia na jarra. Ao final, qual é o percentual de suco na jarra?

g

a) 5%

b) 10%
c) 15%
d) 20%
e) 25%

03. (OBMEP/2015) O numero 4 580 254 é multiplo de 7. Qual dos numeros abaixo
também é multiplo de 77

a) 4580249
b) 4580248
c) 4580247
d) 4580246
€) 4580245

__________________________________________________________________________
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Nesta licdo, vamos nos dedicar ao calculo do minimo multiplo comum (MMC)
entre dois polindbmios. A técnica utilizada sera a fatoracao isolada.

Exemplo: Calcule o MMC entre os polindmios.
ax+ty e x-y

Como os polinbmios ja estao na sua forma fatorada, o MMC, pelo método da
fatoracao isolada, é dado pelo produto entre eles.

Portanto, o MMC entrex+y e x-y €

(x + y)(x —y) ou x* -y

Dicat: Revisar ono(utos

2 _\2 L ~
b)x+y e x*-y notduveis e casos de fatoragdio.

Fatorando o polinémio x? — y?, temos:
X5 —y* = (x+y)x-y)

Logo, pelo método da fatoracdo isolada, o MMC entre x +y e x*-y? &

(x + y)(x —y) ou x* — y2.

c)a®—b? a?-2ab+b? e a®+ 2ab + b?
Fatorando os polinbmios, temos:
a®—b%=(a+ b)a-b)

a®— 2ab + b? = (a-b)?

a® + 2ab + b? = (a + b)?

Logo, pelo método da fatoragéo isolada, o MMC entre a? — b?, a® — 2ab + b?
e a’+ 2ab+b? é

(@a+b)*-(a-b)
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d)3x + 3y e 4x*+ 8xy + 4y?
Fatorando os polinbmios, temos:

3x+3y=3(x+y)
4x% + 8xy + 4y? = 4(x® + 2xy + y?) = 22 - (x + y)?

Logo, pelo método da fatoragdo isolada, o MMC entre 3x + 3y e 4x® + 8xy
+ 4y? &

3:22-(x+yP=12(x +y)?
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